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توجه با مͬ�دهند. نشان را مهبان یا بزرگ انفجار مدل در اساسͬ مشͺلات وجود کیهانͬ مشاهدات نتایج چͺیده.
ͷکم به عالم اولیه شتابدار انبساط کرد. حل را مشͺلات این مͬ�توان اولیه، عالم تحول سیر شتابدار دوره وجود به
FLRW مدل در معادله این مͬ�کند. صدق خطͬ غیر دیفرانسیل معادله ͷی در که مͬ�شود داده توضیح ایفلاتون میدان
همͽن بعدی سه منیفلد ͷی و حقیقͬ خط پیچشͬ ضرب حاصل صورت به را جهان FLRW مدل در مͬ�شود. بررسͬ
مقاله این در ما هدف باشد. صفر یا و منفͬ مثبت، خمیدگͬ دارای تواند مͬ که مͬ�گیرند نظر Σدر مانند همسانͽرد و
معادلات این ابتدا روش این در است. شبͺه بدون گسسته گلرکین روش ͷی پایه بر اینفلاتون تحول معادله عددی حل
کمترین روش از بااستفاده با را انتͽرال معادله این سپس مͬ�کنیم. تبدیل دوم نوع انتͽرال معادله ͷی به را دیفرانسیل
معادلات حل برای را جدید روش این دقت و کارایͬ عددی، مثال ͷی ارائه با پایان در مͬ�کنیم. حل متحرک مربعات

دهیم. مͬ نشان اینفلاتون دیفرانسیل

متحرک مربعات کمترین شبͺه، بدون روش لورنزی، منیفلد اینفلاتون، بزرگ، انفجار کلیدی: واژه�های
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Abstract. In terms of observational data, there are some problems in the standard Big Bang
cosmological model. Inflation era, early accelerated phase of the evolution of the universe, can
successfully solve these problems. The inflation epoch can be explained by scalar inflaton field.
The evolution of this field is presented by a non-linear differential equation. This equation is
considered in FLRW model. In FLRW model, we consider the universe as the warped product
of real line with a three dimensional homogeneous and isotropic manifold Σ which could have
positive, negative or zero curvature. The main aim of this paper is the numerical solution of
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the inflation evolution differential equations using of a meshless discrete Galerkin method. The
method reduces the solution of these types of differential equations to the solution of Volterra
integral equations of the second kind. Therefore, we solve these integral equations using moving
least squares method. Finally, a numerical example is included to show the validity and efficiency
of the new technique.

Keywords: Big Bang, Inflation, Lorentzian manifold, Meshless Method, Moving least squares

مقدمه ١
مشاهدات با که است شده ارائه مهبان یا بزرگ انفجار مدل ،ͬͺدینامی سیستم ͷی عنوان به مشاهده قابل جهان بررسͬ در
جلب خود به را محققان توجه مدل این در مشͺلات برخͬ وجود پیشرفته های بررسͬ در .[۶ ،٣ ،٢ ،١] دارد سازگاری نیز
ͷی وجود احتمال نظریه این تبیین .[۶ ،۴] گردید مطرح کیهانͬ تورم نظریه مشͺلات این حل و توجیه مسیر در کرد.
دلیل که ذره�ای اولیه زمان�های در جهان بالای بسیار انرژی به توجه با کند. مͬ مطرح را اولیه جهان در شتابدار انبساط دوره
همسانͽرد و همͽن جهان ͷی در ١ اینفلاتون نظریه، مفاد به توجه با نمͬ�باشد. عادی ذره ͷی است، شتابدار انبساط این

مͬ�باشد. انبساط این مسئول
و حاصلضرب صورت به جهان مدل این در مͬ�دهیم. شرح جهان برای FLRWرا مدل نخست بخش در منظور این به
انتخاب و مناسب ͷمتری مشخصکردن از پس است. مناسب شرایط با (فضا) بعدی سه منیفلد ͷی در (زمان) حقیقͬ خط

مͬ�شود: بیان زیر صورت این میدان زمانͬ تحول معادله انبساط به مربوط معادلات مشاهدات، توجه با صفر، خمیدگͬ
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کمترین و (RBFs) شعاعͬ پایه�ای توابع روش�های یعنͬ متداول بدون�شبͺه�ی تقریب روش دو اصلͬ انͽیزه�ی کلͬ، به�طور
کاربردهای بعدها است. بوده هواشناسͬ و نقشه�برداری ژئوفیزک، زمین�شناسͬ، کاربردهای (MLS) متحرک مربعات
عصبͬ، شبͺه�های مصنوعͬ، هوش جزئͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی حل همچون دیͽر زمینه�های در بیشتری
رگرسیون روش�های از که است توضیح به لازم کرد. پیدا بهینه�سازی و اقتصاد آمار، نمونه�گیری، نظریه اطلاعات، پردازش

مͬ�شود. استفاده که است ١٠٠سال از بیش مستقل به�طور آمار در بدون�شبͺه محلͬ
توابع تعریف برای شبͺه�بندی ͷی به محدود، المان�های و اسپلاین�ها همچون استاندارد چندمتغیری تقریب روش�های
روش�ها این که است معنا بدین این است. مشͺل دوبعد از بزرگتر فضاهای برای کار این معمولا˟ که دارند نیاز المان�ها یا پایه
داده�ها و ندارد وجود منظم اطلاعات استخراج امͺان کاربردها از بسیاری در اما هستند، دامنه در منظم اطلاعات نیازمند
ضمن در و مͬ�کنند شبͺه تولید صرف را زیادی زمان روش�ها این این، بر علاوه شده�اند. پخش دامنه در پراکنده به�صورت
داده�های تقریب بر مبتنͬ روش�هایͬ ظهور باعث مشͺلات این مͬ�شود. زیاد بسیار مسئله بعد افزایش با آن�ها پیچیدگͬ

شدند. بدون�شبͺه روش�های نام به پراکنده
٢ شپارد ١٩۶٠ دهه اواخر در مͬ�شود. ارائه تقریب نظریه در بدون�شبͺه روش�های از مختصری تاریخچه ادامه در
از دیͽری استفاده است. معروف شپارد توابع به�عنوان که کرد پیشنهاد سطح بندی مدل برای را روشͬ از استفاده [٣۵]
پیشنهادی ایده�های شد. پیشنهاد زمین�شناسͬ زمینه در هاردی٣[٣۴] رولن توسط ١٩٧٠ دهه اوایل در بدون�شبͺه روش�های
�حین، همین در مͬ�شوند. شناخته (IMQ)۵وسͺمع چندربعͬ و (MQ) چندربع۴ͬ روش�های نام�های با هاردی توسط
را چندهمساز٨ اسپلاین�های کلͬ به�طور یا (TPS)٧ͷباری صفحه�ای اسپلاین�های به مربوط تغییراتͬ جین�دوچون۶ایده

.[٢٢] کرد بندی فرمول
١Inflaton
٢Shepard
٣Rolland Hardy
۴Multiquadric
۵Inverse Multiquadric
۶Jean Duchon
٧Thin Plate Splines
٨Polyharmonic Splines
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مربعات کمترین روش به اکنون آن�ها روش یافت. تعمیم سالͺاوسͺاس٩[٣۶] و لنͺستر پیتر توسط شپارد توابع ایده
دهه اوایل در موجود پراکنده داده�های درونیابͬ روش�های تمامͬ مقایسه به آن در که مهم مقاله ͷی است. معروف متحرک
اسپلاین�های و چندربعͬ�ها که مͬ�گیرد نتیجه او مقایسه این در .[٢۴] شد فران١٠ͬͺارائه ریچارد توسط مͬ�پردازد، ١٩٨٠
درونیابͬ از حاصل ماتریس مͬ�زند حدس ͬͺفران همچنین مͬ�باشند. زمان آن در موجود روش�های بهترین ͷباری صفحه�ای
پایه�ای توابع روی تحقیقات در جهش ͷی حقیقتاً مربوطه، حدس�های و تحقیقات این است. معͺوس�پذیر چندربعͬ�ها

مͬ�شوند. محسوب شعاعͬ
کمترین و شعاعͬ پایه�ای توابع روش�های جمله از بدون�شبͺه روش�های روی شده انجام کارهای گستردگͬ وجود با
آن از و هستیم انتͽرال معادلات و جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل در آن�ها از استفاده شاهد اخیراً تنها متحرک، مربعات
به که ١٩٩٠ سال در کانسا١١ اولیه کار زمان از گرفتند. قرار توجه مورد به�سرعت ندارند شبͺه�بندی به نیازی که جهت
از افزایشͬ دنباله�ی ͷی ،[٢٧] مͬ�پردازد هم�مͺانͬ روش و شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل
روش برپایه�ی� شعاعͬ پایه�ای توابع ͷنیͺت برای خطا کران و همͽرایͬ اثبات است. شده نوشته روش این مورد در مقالات
پایه�ای توابع .[٢۴] است شده شاب١٢ͷارائه و ͬͺفران توسط ثابت ضرایب با جزئͬ دیفرانسیل معادلات حل برای هم�مͺانͬ
و [١۴ ،١٣] پیوسته هسته�های با غیرمربعͬ نواحͬ بر فردهلم غیرخطͬ و خطͬ دوبعدی انتͽرال معادلات حل برای شعاعͬ
فردهلم و ولترا بعدی ͷی خطͬ انتͽرال معادلات عددی حل�های است. شده استفاده [١٩ ،١٨] ضعیف منفرد هسته�های
روش گرفته�اند. قرار بررسͬ مورد شعاعͬ پایه�ای توابع از استفاده با [٣٢] ولترا-فردهلم مختلط انتͽرالͬ معادلات و [٢۵]
روش همچنین است. شده مطالعه [١٧] مرجع ضعیفدر منفرد انتͽرال معادلات حل برای شبͺه بدون ضربͬ انتͽرال�گیری
فردهلم غیرخطͬ و خطͬ دوبعدی انتͽرال معادلات حل برای شبͺه بدون موضعͬ روشͬ عنوان به متحرک مربعات کمترین
معادلات [٢١] فردهلم دیفرانسیل انتͽرال معادلات [١۵] ضعیف منفرد انتͽرال معادلات [٣١ ،١۶] غیرمربعͬ �نواحͬ بر

است. شده بͺارگیری [٢٩ ،٢٨] مرزی انتͽرال
ارائه روش است. عالم ابتدای تحول به مربوط دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روشͬ ارائه مقاله، این در ما هدف
روشگلرکین در شͺل توابع عنوان به را پایه�ای توابع این که است متحرک مربعات کمترین تقزیب بر مبتنͬ مقاله این در شده
. مͬ�کنیم استفاده مرکب گوس-لژاندر عددی انتͽرال�گیری روش از ما گلرکین، روش گسسته�سازی برای مͬ�گیرد. بͺار
جبری معادلات دستͽاه ͷی حل به را عالم ابتدای تحول به مربوط دیفرانسیل معادله ͷی حل درانتها شده پیشنهاد روش
دیفرانسیل معادلات حل برای را روش کارایͬ و دقت مقاله این در شده گرفته نظر در عددی مثال� مͬ�کنند. تبدیل غیرخطͬ

است: زیر شرح به روش این مطلوب ویژگͬ�های از برخͬ مͬ�رساند. اثبات به عالم ابتدای تحول به مربوط
نمͬ�کند. استفاده جواب تقریب منظور به شبͺه�بندی هیچ از ✓روش

روشگلرکین در شرایط این با کار منظور به راهͺاری یافتن به نیازی دیͽر و مͬ�کند مسئله وارد را مرزی روششرایط ✓این
نمͬ�باشد.

کامپیوتر ͷی روی راحتͬ به مͬ�توان را آن برنامه و است هزینه کم محاسباتͬ نظر از و ساده بسیار شده ایجاد ✓الͽوریتم
کرد. اجرا عادی شخصͬ

داد. توسعه کیهان�شناسͬ معادلات سایر حل منظور به اضافه هزینه صرف بدون مͬ�توان را شده ارائه ✓روش
زمانͬ تحول معادله و زمان فضا هندسͬ مدل معرفͬ به دوم بخش در است. استوار بخش چهار بر مقاله این ساختار
در مͬ�شود. شامل را آن�ها به مربوط خاصیت�های و شعاعͬ پایه�ای توابع بر مروری سوم، بخش مͬ�پردازیم. اینفلاتون میدان
متناوب ضرایب با مغناطیسͬ انتͽرال-دیفرانسیل معادلات حل برای شعاعͬ پایه�ای توابع مبنای بر روش ͷی چهارم بخش

است. شده� گرفته نظر در پنجم بخش در روش دقت دادن نشان منظور به عددی مثالͬ نهایت، در است. شده ارائه

اینفلاتون معادله و شناسͬ کیهان در FLRW مدل لورنزی هندسه ٢
ͷی با R حقیقͬ خط پیچشͬ ضرب حاصل صورت به را کیهان FLRW ١٣ فریدمن-لامارش-رابرتسون-واکر مدل در
نظر از و ندارد وجود مرجحͬ جهت هیچ یعنͬ همسانͽردی گیرند. مͬ نظر در همͽن و همسانͽرد همبند، بعدی سه منیفلد

٩Peter Lancaster and Kes Salkauskas
١٠Richard Franke
١١Kansa
١٢Franke and Schaback
١٣Friedmann–Lemaitre–Robertson–Walker
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در زمین موقعیت چون ͷکوپرنی اصل بنابر است. ثابت مقطعͬ خمیدگͬ دارای Σ منیفلد که است مفهوم این به هندسͬ
گروه متعدی عمل منیفلد هندسه در موضوع این معادل فرضکردیم. همͽن را Σ منیفلد نیست خاصͬ وجه هیچ به کیهان
رابه ͷمتری موضعͬ حالت در توان مͬ همواره است، بعدی سه منیفلد ͷی Σ چون است. منیفلد آن بر Σ های ایزومتری

صورت

h = a٢
( ١
١− kr٢

dr ⊗ dr + r٢dθ ⊗ dθ + r٢sin٢θdφ⊗ dφ
)
, (١)

تواند مͬ خمیدگͬ تر دقیق طور به باشد. مͬ خمیدگͬ k ∈ {−١,٠,١} و فضا شعاع a > ٠ اینجا در گرفت. نظر در
باشد. ١۴ هذلولوی فضای مانند منفͬ یا و معمولͬ متر با اقلیدسͬ فضای مانند صفر کره، مانند مثبت،

١
c٢ به خمیدگͬ sc٢h به hͷمتری ١۵ همدیس تغییر با زیرا است منفͬ های خمیدگͬ تمام نماینده −١ عدد چنین هم

لورنزی متر صورت به FLRW مدل در زمان فضا ͷمتری تانسور بنابراین یابد. مͬ تغییر

g = dt⊗ dt+ a٢(t)
( ١
١− kr٢

dr ⊗ dr + r٢dθ ⊗ dθ + r٢sin٢θdφ⊗ dφ
)
, (٢)

زمان طول در فضا شعاع فرضکنیم مثبت را k اگر مدل این در .[۵] دارد ͬͽبست زمان به a(t) تابع که شود، مشخصمͬ
مͬ�گیرند. نظر صفر یا و منفͬ را خمیدگͬ مشاهدات به توجه با بنابراین ماند. خواهد کراندار

ρ : R× Σ −→ R هموار تابع و g ͷمتری ١۶ ریچͬ خمیدگͬ تانسور Ric و k = ١ یا k = ٠ کنیم فرض بعلاوه
یعنͬ انیشتین میدان معادلات در دادن قرار از پس باشد. FLRW مدل چͽالͬ تابع

Ric = ۴πρ(٢dt⊗ dt+ g), (٣)

مͬ�دهیم قرار شوند. مͬ نهایت t٠بͬ ∈ R ͷی برای ä(t) و ȧ(t) که مͬ�کنیم مشاهده غیرخطͬ، معادلات این حل و
دادند نشان [٧] و [٨] در پنروز و هاوکین مͬ�نامند[۵]. بزرگ) (انفجار مهبان شناسͬ کیهان در را واقعیت این .t٠ = ٠
به مͬ�کند. بروز زمان فضا برای دیͽری مدل هر اصلͬ خاصیت عنوان به بلͺه متریͷخاصgنیست دلیل به رخداد این که

صورت به را انیشتین معادلات توان مͬ مقاله این ادامه در مسئله ͷی عنوان
Ric = ۴πρ(٢dt⊗ dt+ g) + Λg, (۴)

نظر در را حالتͬ توان مͬ بیشتر مطالعات برای زمینه عنوان به همچنین مͬ�نامند. کیهانͬ ثابت Λرا ∈ R که گرفت نظر در
بͽیریم. نظر در ناهمͽن را کیهان یعنͬ باشد مͺان و زمان از تابعͬ a که گرفت

مشاهدات با زمینه سطح در که پردازیم مͬ k = ٠ با گرد همسان و همͽن (جهان) کیهان بررسͬ به مقاله این در
.[۴ ،۶] دارد خوانͬ هم کیهانͬ

با مدل این که است مهبان همان یا استاندارد شناسͬ کیهان مدل عالم، تͺامل سیر برای شده شناخته مدل مهمترین
ͷت مشͺل و افق مشͺل تختͬ، مشͺل نظیر محدودیت�ها این ندارد. را آنها توضیح توانایͬ و است مواجه هایͬ محدودیت
بسیار انبساط دارای جهان ثانیه از کسری در تورم هنͽام در شد. ارائه تورم نام به مدلͬ مشͺلات این حل برای که است قطبͬ
مشͺلات رفع آن نتیجه و مͬ�پیوندد بوقوع مهبان شروع به ͷنزدی بسیار زمان�های در اتفاق این که مͬ�باشد شونده تند
و همͽن تخت، شونده منبسط جهان ͷی مͬ�کنیم بررسͬ تورم ی دوره در ما که جهانͬ مͬ�باشد. مهبان استاندارد مدل

شود مͬ توصیف FLRWͷمتری با که است همسانͽرد
ds٢ = gµνdx

µdxν = −dt٢ + a(t)٢δijdx
idxj .

فضایͬ، بخش انبساط ͬͽونͽچ دهنده نشان که مͬ�باشد مقیاس a(t)فاکتور بالا ی رابطه در شد، اشاره که طور همان
واقع در که دارد نام اینفلاتون مͬ�باشد تورمͬ انبساط دوره آمدن بوجود مسئول که موجودی طرفͬ از باشد. مͬ فضا-زمان

کنند مͬ صدق زیر معادلات در مقیاس فاکتور با همراه اسͺالر میدان این . است ϕ(t) همͽن اسͺالر میدان ͷی
ϕ̈

١− ϕ̇٢
+ ٣ ȧ

a
ϕ̇+

١
V

dV

dϕ
= ٠,

(
ȧ

a
)٢ =

١
٣
V (ϕ)

١− ϕ̇٢
.

١۴Hyperbolic
١۵Conformal
١۶Ricci
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به�شͺل مͬ�گیریم نظر در که Vی (ϕ) پتانسیل تاکیون مدل برای
V (ϕ) = V٠ exp(−αϕ)

میدان تحول ͬͽونͽچ اساس بر آن برای مقدار بهترین یافتن بدنبال ما که باشد مͬ ثابت پارامتر ͷی α کند. مͬ رفتار
معادله کردن اضافه با آورد. بدست را شده کوبل معادلات توان مͬ بالا معادلات در پتانسیل این جایͽذاری با هستیم ϕ(t)
با را تورم دوره انتهای رصدی مشاهدات که شود مͬ معرفͬ N نام به جدیدی پارامتر dN = −Hdt بعدی دیفرانسیل
برای مقدار بهترین یافتن دنبال به بالا ی شده کوبل معادلات حل با ادامه در زند. مͬ تخمین متغیر این برای ۶٠ مقدار

برسد. اتمام به N = ۶٠ به مربوط مقتضͬ مقدار در تورم ی دوره که بطوری هستیم، پتانسیل در α پارامتر

متحرک مربعات کمترین روش ٣
روش اصلͬ ایده�ی داریم. اختیار Xدر = {x١, ...,xN} ⊂ D ⊂ Rd مشخص نقاط در را u تابع مقادیر کنیم فرض
هر برای است. موضعͬ وزنͬ مربعات کمترین از استفاده با x ∈ D هر برای u تابع تقریب متحرک مربعات کمترین
:[٩] است زیر مسئله جواب که مͬ�شود داده su,X(x)نشان با متحرک مربعات کمترین تقریب مقدار ،x ∈ D ⊂ Rd

min

{
N∑
i=١

[u(xi)− p(xi)]
٢w(x,xi) : p ∈ Πq(Rd)

}
, (۵)

درجه�ی از حداکثر dمتغیره چندجمله�ای�های Πq(Rd)فضای و پیوسته وزن تابع ͷی w : D ×D → [٠,∞] آن در که
داده کاهش را محاسباتͬ هزینه�های تا کنیم استفاده موضعͬ وزنͬ توابع از هستیم علاقه�مند عموماً تقریب این در qاست.
آن در متغیر�ها وقتͬ که wهستیم مثل وزنͬ تابع دنبال به ما اصل در باشیم. نداشته بزرگ دستͽاه�های حل به نیاز دیͽر و
مقدار ͷی از ∥x − y∥٢ که x,y ∈ D برای باید w مقدار ایده�آل، به�طور گردد. ͷکوچw مقدار مͬ�شوند دور هم از

کرد فرض مͬ�توان بنابراین گردد. صفر است، آستانه�١٧بیشتر

w(x,y) = Φδ(x− y) = ϕ(
∥x− y∥٢

δ
), δ > ٠, (۶)

.[٩] r ≥ ١ وقتͬ ϕ(r) = ٠ که است خاصیت این با شعاعͬ تابع ͷی Φ(x) = ϕ(∥x∥٢), x ∈ Rd که

به�عنوان Πq(Rd)است. برای ت�ͷجمله�ای و کامل ,(x)p٠}پایه�ای ..., pQ(x)} مͬ�شود فرض ادامه در .١.٣ ملاحظه
دوبعدی، درحالت و است {١, x, xبه�صورت{٢ دوم درجه�ی پایه ,١}و x} به�شͺل خطͬ پایه�ی ی�ͷبعدی، حالت در مثال

.x = (x, t) آن در که است {١, x, t, x٢, xt, tبه�صورت{٢ دوم درجه�ی پایه�ی ,١}و x, t} به�شͺل خطͬ پایه�ی

تنها هرگاه گوییم q-ت�ͷحل١٨ͬ را X = {x١, ...,xN} ⊂ Rd مانند مجزا نقاط از مجموعه ͷی [٩] .٢.٣ تعریف
باشد. صفر چندجمله�ای ،X روی q حداکثر کلͬ درجه�ی از صفر داده�های درونیاب چندجمله�ای

مͬ�دهد. قرار ما اختیار در (۵) مسئله حل برای مستقیم و کاربردی روشͬ که مͬ�پردازیم قضیه�ای به�بیان ادامه در

یͺتا (۵) مسئله حالت، این در است. q-ت�ͷحلͬ مجموعه�ی ͷی{x١, ...,xN} مجموعه مͬ�کنیم فرض [٩] .٣.٣ قضیه
شود: آورده بدست زیر به�صورت xمͬ�تواند ∈ D هر برای su,X(x)جواب و است حل�پذیر

su,X(x) =
N∑
i=١

i(x)u(xi), (٧)

به�صورت ψi(x) پایه�ای توابع

i(x) = Φδ(x− xi)

Q∑
k=٠

zkpk(xi), (٨)

مͬ�شوند: آورده بدست زیر یͺتای zkبه�شͺل ضرایب آن در که هستند
Q∑

k=٠

zk

N∑
i=١

Φδ(x− xi)pk(xi)pl(xi) = pl(x), ٠ ≤ l ≤ m. (٩)

١٧Threshold
١٨Unisolvent
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نقاط با متناظر متحرک مربعات کمترین تقریب شͺل توابع به�عنوان ψi(x), i = ١, ..., N, پایه�ای توابع .۴.٣ ملاحظه
بنابراین و ψi(x) ∈ Cr(D) آنͽاه w(x,xi) ∈ Cr(D), i = ١,٢, ..., N, اگر همچنین مͬ�شوند. ١=Ni{xi}شناخته

.[٩] su,X(x) ∈ Cr(D)

روش الͽوریتم ١.٣

X = مجموعه مͬ�کنیم فرض ابتدا در متحرک، مربعات کمترین تقریب برای کلͬ الͽوریتم ͷی آوردن بدست برای
مͬ�نویسیم: زیر ماتریسͬ به�صورت را (٧) معادله سپس باشد. q-ت�ͷحلͬ مجموعه�ی ͷی{x١, ...,xN}

su,X(x) = Ū t.Ψ̄(x), (١٠)

آن در که
Ψ̄(x) = [ψ١(x), ..., ψN (x)]t, Ū = [u(x١), ..., u(xN )]T .

کنیم تعریف W(x)را و P ماتریس�های Ψ(x)باید تعیین برای حال

PT = [pT (x١),p
T (x٢), ...,p

T (xN )](Q+١)×N , W(x) =

 w(x,x١) · · · ٠

· · ·
. . . · · ·

٠ · · · w(x,xN )


N×N

.

(١١)
داریم ٣.٣ قضیه از استفاده با

Ψ̄t(x) = pT (x)A−١(x)B(x), (١٢)

یا

j(x) =

Q∑
k=٠

pk(x)[A
−١(x)B(x)]kj , (١٣)

داریم B(x) و A(x) ماتریس�های تعریف برای و

A(x) = PTWP = B(x)P =

N∑
j=١

w(x,xj)p(xj)p
T (xj), (١۴)

B(x) = PTW = [w(x,x١)p(x١), w(x,x٢)p(x٢), ..., w(x,xN )p(xN )]. (١۵)

ذکر قابل .[١٠] مͬ�شود گشتاور١٩خوانده ماتریس نام با که است نامنفرد (Q+١)× (Q+١)ماتریس ͷی Aماتریس
که کرد، اشاره گوس وزنͬ تابع به مͬ�توان جمله آن از که برد به�کار تقریب این در مͬ�توان را مختلفͬ وزنͬ توابع که است

مͬ�گردد: تعریف زیر به�صورت

w(x,xj) =

{
exp[−(dj/α)

٢]−exp[−(δ/α)٢]
١−exp[−(δ/α)٢] , ٠ ≤ dj ≤ δ,

٠, dj > δ,
(١۶)

مͬ�گردد: تعریف زیر به�صورت اسپلاین وزنͬ تابع همچنین

w(x,xj) =

{
١− ۶(dj/δ)٢ + ٨(dj/δ)٣ − ٣(dj/δ)۴, ٠ ≤ dj ≤ δ,
٠, dj > δ,

(١٧)

کنترل را w(x,xj) وزن تابع شͺل که است ثابتͬ α است، xj و x بین اقلیدسͬ فاصله�ی dj =∥ x−xj ∥٢ آن�ها در که
مͬ�کند. مشخص را محمل�ها δاندازه�ی و مͬ�کند

١٩Moment Matrix
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خطا برآورد ٢.٣
برحسب متحرک مربعات کمترین روش به�وسیله�ی تابع ͷی تقریب برای خطا برآورد مطالعه�ی به خود کار از قسمت این در

مͬ�پردازیم. hX,D تراکم فاصله�ی

تراکم فاصله D ⊂ Rd کراندار دامنه�ی ͷی Xدر = {x١, ...,xN} نقاط از مجموعه ͷی برای [٩] .۵.٣ تعریف
به�صورت

hX,D = sup
x∈D

min
٠≤j≤N

∥x− xj∥٢,

به�صورت ͷیͺتف فاصله و

qX =
١
٢
min
i ̸=j

∥xi − xj∥٢,

برقرار زیر رابطه�ی اگر مͬ�کند صدق شبه-یͺنواخت شرط cدر > ٠ ثابت به نسبت X نقاط مجموعه مͬ�شود. تعریف
باشد:

qX ≤ hX,D ≤ cqX .

کنند. صدق داخل٢٠ͬ مخروط شرط در که مͬ�کنیم محدود ناحیه�هایͬ به را خود ادامه، در

r > ٠ و θ ∈ (٠, π/٢) زاویه�ی اگر مͬ�کند، صدق داخلͬ مخروط شرط Dدر ⊂ Rd مجموعه�ی [٩] .۶.٣ تعریف
مخروط که به�طوری باشد داشته ξ(x)وجود مانند یͺه) (بردار جهتͬ x ∈ D هر برای �که که باشد چنان

C(x, ξ(x), θ, r) = {x+ λy : y ∈ Rd, ∥y∥٢ = ١, yT ξ(x) ≥ cos θ, λ ∈ [٠, r]}, (١٨)

Dباشد. درون کاملا́

مͬ�کنیم. بیان متحرک مربعات کمترین روش برای خطا کران مورد در [٩] از قضیه�ای حال

شعاع و θ ∈ (٠, π/٢) زاویه با داخلͬ مخروط شرط در و باشد فشرده مجموعه�ای D ⊆ Rd کنید فرض .٧.٣ قضیه
تصدیق را شبه-یͺنواخت شرط X = {x١, ...,xN} ⊂ D مͬ�شود فرض ،q ∈ N ثابت برای کند. صدق r > ٠
مجموعه�ی بستار به�عنوان ∗Dرا .δ = ٢τhX,D و τ = ١۶(١+sin θ)٢q٢

٣ sin٢ θ
با h٠ = r/τ که ،hX,D ≤ h٠ و کند

به u ∈ Cq+١(D∗) هر برای که است موجود C > ٠ چون ثابتͬ صورت این در مͬ�کنیم. (٢τh٠,x)x∈DB∪تعریف
X = {x١, ...,xN} ⊂ D نقاط از مجموعه هر و ∗Dباشد ناحیه روی q+١ مرتبه تا پیوسته مشتقات دارای u عبارتͬ

داریم مͬ�کنند، hX,Dصدق ≤ h٠ خاصیت و شبه-یͺنواخت شرط در که
∥u− su,X∥L∞(D) ≤ Chq+١

X,D|u|Cq+١(D∗). (١٩)

مͬ�شود: تعریف زیر (∗D)١+Cq|.|به�صورت شبه-نرم آن در که
|u|Cq+١(D∗) = max

|α|=q+١
∥Dαu∥L∞(D∗).

N → ∞ وقتͬ تعریف٣.۵ به توجه با شود، گرفته درنظر Xنیز شبه-یͺنواختروی شرط ٧.٣ قضیه� در اگر .٨.٣ ملاحظه
مͬ�گیریم نتیجه ،u ∈ Cq+١(D∗) هر برای (١٩) � خطای کران از استفاده با حال .hX,D → ٠ آنͽاه

PN,Mu→ u وقتͬ N → ∞.

عالم ابتدای تحول به مربوط معادلات عددی حل ۴

صورت این در داریم. تغییر کند تقریبͬ به نیاز فریدمان، معادلات به توجه با اولیه، جهان�های شتابدار انسباط به رسیدن برای
برای متحرک مربعات کمترین روش بخش، این در نتیجه در .ϕ̇≪ ١ یعنͬ مͬ�کند حرکت کمͬ بسیار سرعت با اینفلاتون

:[۶] مͬ�گیرد قرار استفاده مورد زیر شͺل به عالم ابتدای تحول به مربوط دیفرانسیل معادله حل
ϕ̈(t) +

√
٣V٠ϕ̇(t)e−

١
٢αϕ(t) − α = ٠, (٢٠)

٢٠Interior Cone Condition
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اولیه شرایط با همراه
ϕ(٠) = a, ϕ̇(٠) = b.

مͬ�گیریم نظر در ابتدا در شده، ارائه روش شروع برای
ϕ̈(t) = u(t), (٢١)

مͬ�آوریم بدست (٢١) معادله طرفین tاز تا ٠ از انتͽرال�گیری با است. دو مرتبه از پیوسته مشتق�پذیر تایع ͷیu(t) درآن که

ϕ̇(t) =

∫ t

٠
u(θ)dθ + ϕ̇(٠). (٢٢)

داریم (٢٢) معادله طرفین از t تا ٠ از انتͽرال�گیری با مشابه بطور

ϕ(t) =

∫ t

٠

[∫ t

٠

(
u(θ) + +ϕ̇(٠)

)
dθ

]
dθ + ϕ(٠) =

∫ t

٠

∫ t

٠
u(θ)dθdθ + tb+ a. (٢٣)

مͬ�کنیم: تبدیل زیر شͺل به متغیره ͷت انتͽرال ͷی به را قبل دوگانه انتͽرال جز، به جز انتͽرال�گیری از استفاده با

∫ t

٠

∫ t

٠
u(θ)dθdθ = (θ − t)

∫ t

٠
u(θ)dθ

∣∣∣∣∣∣t
٠
−
∫ t

٠
(θ − t)u(θ)dθ

=

∫ t

٠
(t− θ)u(θ)dθ.

داریم نتیجه در

ϕ(t) =

∫ t

٠
(t− θ)u(θ)dθ + tb+ a. (٢۴)

مͬ�آویم بدست (٢٠) دیفرانسیل معادله در (٢۴) دادن قرار با

u(t) +
√
٣V٠

(∫ t

٠
u(θ)dθ + β

)
e−

١
٢α

∫ t
٠ (t−θ)u(θ)dθ+tb+a − α = ٠. (٢۵)

مͬ�کنیم: تعریف زیر شͺل به Kرا : V → V انتͽرالͬ عملͽر

Ku(t) = α−
√
٣V٠

(∫ t

٠
u(θ)dθ + β

)
e−

١
٢α

∫ t
٠ (t−θ)u(θ)dθ+tb+a, (٢۶)

(۴۶) ولترا انتͽرال معادله عملͽر این از استفاده با است. L٠]٢, β], β > ٠, مانند به کامل تابعͬ فضای ͷی V درآن که
نوشت: زیر فشرده شͺل به مͬ�توان را

Ku(t) = u(t). (٢٧)

پراکنده Nنقطه و w وزن تابع ͷی به نیاز ، متحرک مربعات کمترین روش شͺل توابع همراه گلرکین روش بͺارگیری برای
همچون [٠, β] بازه روی

٠ ≤ t١ < t٢ < ... < tN ≤ β,

زد: تقریب زیر شͺل به (۴۶) انتͽرال معادله در را u(t) مجهول تابع مͬ�توان بنابراین هستیم.

u(t) ≈ uN (t) =
N∑
i=١

ciψi(t), t ∈ [٠, β]. (٢٨)

خواهیم آمده بدست معادله طرفین از ⟨., ψj⟩ داخلͬ ضرب گرفتن و u(t) مجهول تابع به�جای (٢٨) بسط جایͽذاری با
⟩داشت:

K

(
N∑
i=١

ciψi(t)

)
, ψj

⟩
=

⟨
N∑
i=١

ciψi(t), ψj

⟩
. (٢٩)
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به�شͺل گلرکین تصویری عملͽر ͷی به�عنوان PNرا : V → VN عملͽر

PNu(t) =
N∑
i=١

ciψi(t), t ∈ [٠, β], (٣٠)

خطͬ دستͽاه حل با {c١, ..., cN}ضرایب و dN بعد با VN = span{ψ١, ..., ψN} ⊂ V آن در که مͬ�کنیم تعریف

< u,ψj >=
N∑
i=١

ci < ψi, ψj >, j = ١, ..., N, (٣١)

متعامد جدید پایه�ی مͬ�آوریم. بدست آن برای صریح فرمول ͷی ادامه PNدر خصوصیات بهتر درک برای اما مͬ�آید. بدست
ϕi عناصر مͬ�کنیم. ,ψ١}معرفͬ ..., ψN} پایه�ی از گرام-اشمیت فرآیند از استفاده VNبا برای را {ϕ١, ..., ϕN} یͺه�ی

بعلاوه و هستند {ψ١, ..., ψN} مجموعه�ی از خطͬ ترکیب ͷی
< ϕi, ϕj >= δij i, j = ١, ..., N. (٣٢)

داریم جدید، پایه�ی این با

PNu(t) =

N∑
i=١

< u, ϕi > ϕi(t), t ∈ [٠, β]. (٣٣)

دستͽاه مͬ�توان متعامد عملͽر این از استفاده با .[١١] مͬ�گوییم متعامد تصویری عملͽر PNرا که است همین بخاطر
عملͽری به�شͺل را (٢٩)

PNKuN = PNuN , (٣۴)

داد. نمایش
مͬ�آید. وجود به مناسب عددی روش ͷی از استفاده با (٢٩) دستͽاه انتͽرال�های تمامͬ تقریب از گسسته هم�مͺانͬ روش
این با آشنایͬ برای که دارند محاسباتͬ علوم در زیادی کاربرد دارای مختلف انتͽرال�های تقریب منظور به گوسͬ روش�های
ͷی [٣٠] نویسندگان همچنین نمود. مراجعه [٢۶ ،١٢] مقالات به مͬ�توان آن�ها همͽرایͬ آنالیز مورد در بحث و روش�ها
ارائه روش در داده�اند. ارائه مرزی منفرد انتͽرال�های محاسبه منظور به لͽاریتمͬ گوسͬ روش پایه بر سلولͬ ساختار روش
فرض هدف، این برای مͬ�کنیم. استفاده بازه Mزیر و نقطه mk با مرکب گوس-لژاندر روش از ما مقاله، این در شده

باشیم داشته و شده تعریف (٠, β) بازه روی f(t) تابع مͬ�کنیم
|f (٢mk)(t)| ≤ C, (٣۵)

مͬ�آوریم Mبدست > ٠, هر برای صورت این در .t ∈ (٠, β) هر ∫برای β

٠
f(t)dt ≃ ∆t

٢

M∑
q=١

∫ ١

−١
f

(
∆t

٢
t+ (q − ١

٢
)∆t

)
, (٣۶)

ضرایب با [−١,١] بازه روی mkنقطه با گوس-لژاندر عددی انتͽرال�گیری روش بͺارگیری با حال .∆t = β
M که بطوری

مͬ�آوریم بدست ،(٣۶) انتͽرال�های تقریب {wk}برای وزن�های ∫{θk}و β

٠
f(t)dt ≃

M∑
q=١

mk∑
k=١

wk
∆t

٢
f(ηqk), (٣٧)

.ηqk = ∆t
٢ θk + (q − ١

٢ )∆t آن در که
١

M٢mk
دقت مرتبه از انتͽرال�ها تقریب برای (٣٧) عددی انتͽرال�گیری روش که است شده داده نشان [١٢] مرجع در

یعنͬ ∫است. β

٠
f(t)dt =

M∑
q=١

mk∑
k=١

wk
∆t

٢
f(ηqk) +O(

١
M٢mk

). (٣٨)

گوس-لژاندر عددی انتͽرال�گیری روش مͬ�توان هستند، مرتبه هر از پیوسته مشتق� با ,٠]توابعͬ β] روی ψj که آنجایͬ از
برد. بͺار داخلͬ ضرب انتͽرال�های {wk}برای وزن�های با ضرایب{θk}و با [−١,١] روی بازه Mزیر و mkنقطه با را
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داریم ⟩بنابراین
K

(
N∑
i=١

ciψi(t)

)
, ψj

⟩
=

M∑
q=١

mk∑
k=١

wk
∆t

٢
K

(
N∑
i=١

ciψi(η
q
k)

)
j(η

q
k), (٣٩)

⟩و
N∑
i=١

ciψi(t), ψj

⟩
=

M∑
q=١

mk∑
k=١

wk
∆t

٢ j(η
q
k)

N∑
i=١

ciψi(η
q
k), (۴٠)

.ηqk = ∆t
٢ θk + (q − ١

٢ )∆t که طوری به
با را گسسته معین نیمه داخلͬ ضرب ͷی عددی انتͽرال�گیری فرمول ͷی کاربرد با

< f, g >N=

qN∑
k=١

M∑
q=١

w̄k,qf(θ
q
k)g(θ

q
k), f, g ∈ V, (۴١)

با را گسسته نرم نیم ͷی و
∥g∥N =

√
< g, g >N , g ∈ V, (۴٢)

.[١١] مͬ�کنیم تعریف
به�شͺل را زیر گسسته تصویری عملͽر حال

QNu(x) =
N∑

k=١

ckψk(x), x ∈ [a, b], (۴٣)

دستͽاه حل با {c١, ..., cN}ضرایب که مͬ�کنیم معرفͬ

< u,ψj >N=
N∑

k=١

ck < ψk, ψj >N j = ١, ..., N, (۴۴)

مربعات کمترین روش شͺل توابع پایه�های با گسسته تصویری عملͽر با ارتباط در را زیر قضیه�ی ادامه در مͬ�آیند. بدست
مͬ�کنیم. بیان متحرک

توابع پایه�های با گسسته تصویری QNعملͽرهای , N ≥ ١ اینͺه و ٧.٣ قضیه� فرضیات گرفتن نظر در با .١.۴ لم
فرض هستند. X = {x١, ..., xN} ⊂ [a, b] شبه-یͺنواخت نقاط با متناظر متحرک مربعات کمترین روش شͺل
که زمانͬ آنͽاه u ∈ Cq+١[a, b]∗ اگر باشد. کراندار یͺنواخت به�صورت V روی {QN : N ≥ ١} خانواده�ی مͬ�کنیم

بعلاوه و مͬ�شود سمتuهمͽرا به QNu ،N → ∞
∥QNu− u∥L∞([a,b]) ≤ (١+m)Chq+١

X,D|u|Cq+١([a,b]∗), (۴۵)

است. ثابت ͷیm که

با و {θk} ضرایب با [−١,١] روی بازه زیر M و نقطه mk با را گوس-لژاندر عددی انتͽرال�گیری روش مͬ�توان
C٢mk([٠, β])رویKN عددی انتͽرالͬ عملͽرهای از دنباله�ای بنابراین برد. بͺار (٢٩) انتͽرال�های وزن�های{wk}برای

مͬ�گردند: معرفͬ زیر صورت به

Ku(t) ≈ KNu(t) = α−
√
٣V٠

(
M∑
q=١

mN∑
k=١

wk
t

٢M
u(ηqk) + b

)
e−

١
٢α

∑M
q=١

∑mN
k=١ wk

t
٢M (t−ηq

k)u(η
q
k)+tb+a,

(۴۶)
.ηqk = t

٢M θk + (q − ١
٢ )

t
M که طوری به

غیرخطͬ جبری معادلات دستͽاه (٢٩) دستͽاه در آمده بدست عددی انتͽرال�گیری طرح�های بͺارگیری با

M∑
q=١

mk∑
k=١

wk
∆t

٢
KN

(
N∑
i=١

ciψi(η
q
k)

)
j(η

q
k) =

M∑
q=١

mk∑
k=١

wk
∆t

٢ j(η
q
k)

N∑
i=١

c̄iψi(η
q
k), (۴٧)
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مͬ�آوریم. ,ĉ١}بدست ..., ĉN}مجهولات برای را
کرد: بازنویسͬ زیر عملͽری بصورت را (۴٧) جبری سیستم مͬ�توان بنابراین
QNKN )uN = QNuN . (۴٨)

زد: تقریب زیر صورت به (۴۶) ولترای انتͽرال معادله تقریبͬ جواب یعنͬ u(t) مͬ�توان (۴٧) دستͽاه حل با

ûN (t) =

N∑
i=١

ĉiψi(t), ٠ ≤ t ≤ ١. (۴٩)

مͬ�زنیم: تقریب زیر شͺل به را (٢٠) دیفرانسیل معادله تقریبͬ جواب انتها در

ϕ(t) ≈
∫ t

٠
(t− θ)ûN (θ)dθ + tβ + α. (۵٠)

و {θk}ضرایب با [−١,١] روی بازه Mزیر و mkنقطه با را گوس-لژاندر عددی انتͽرال�گیری روش از استفاده با حال
داریم ،{wk} وزن�های با

y(t) ≈ ŷN (t) =
N∑
i=١

ĉi

M∑
q=١

mN∑
k=١

wk
t

٢M
(t− δqk(t))ψi(δ

q
k(t)) + tβ + α, (۵١)

.δqk(t) =
t

٢M θk + (q − ١
٢ )

t
M درآن که

عددی مثال� ۵
مͬ�کنیم: حل مقاله این در شده ارائه روش از استفاده با را زیر عالم تحول معادله بخش این در

ϕ̈(t) +
√
٣V٠ϕ̇(t)e−

١
٢αϕ(t) − α = ٠. (۵٢)

به توجه با و مͬ�افتد ϕاتفاق = ٠ در حرکت شروع است، شده بیان اینفلاتون شͺل به که پتانسیل تابع شͺل به توجه با
مͬ�گیریم: نظر در زیر شͺل به را اولیه ≫ϕ̇شرایط ١ تغییر کند شرط

ϕ(٠) = ٠, ϕ̇(٠) = ٠.
م٢ͬشوند. مرتبه هم پتانسیل و جنبشͬ انرژی تورم انتهای در و است پتانسیل انرژی از کمتر جنبشͬ انرژی تغییر کند دوره در
بدست از پس بنابراین مͬ�شود. حل مهبان مدل یعنͬ استادارد کیهانشناسͬ مشͺلات فضایͬ مقیاس در نمایͬ رشد این با
مͬ�توان انرژی جنبشͬ و پتانسیل بخش دادن قرار صفر مساوی با شده پیشنهاد روش از استفاده ϕ(t)با از تقریبͬ آوردن

یعنͬ زد، تقریب را t٠ تورم انتهای زمان

e−αϕ(t) =
١
٢
ϕ̈٢(t)e−αϕ(t).

زد: تخمین را N٠ مقدار مͬ�توان زیر فرمول از استفاده با انتها در

N =

∫ t

٠

ȧ

a
dt+ ۶٠.

روش از این بر علاوه مͬ�گیریم. نظر در دلخواه صورت به مجزا ١٠٠نقطه و گوس وزنͬ تابع از روش بͺارگیری منظور به
محاسباتͬ نیازمند معادله این حل برای قدیمͬ روش�های گرفته�ایم. نظر در یͺنواخت ٢٠تقسیم با نقطه�ای ٧ گوس-لژاندر
از مجموعه ͷی از استفاده با را معادله این مقاله این در شده ارائه شبͺه بدون روش که است صورتͬ در این بوده�اند، پیچیده
لپ�تاپشخصͬ ͷی در و ”Maple ٢٠١۵” محیط در مقاله این کامپیوتری برنامه�های مͬ�کند. حل سادگͬ به پراکنده نقاط
N٠ و α بین رابطه ١ شͺل اینجا در شده�اند. اجرا گیͽاهرتز فرکانس٢.١٠ با هسته�ای دو پردازشͽر و حافظه گیͽابایت ۴ با
رفتار از که همانطور آورده�ایم. ٢بدست شͺل در را مختلف های α برای N٠ تقریبͬ مقادیر ضمن در مͬ�دهد. نمایش را
موضوع این که مͬ�کند ۶٠میل عدد سمت به N٠ مقدار α مقادیر افزایش با مͬ�رفت انتظار اینفلاتون دیفرانسیل معادله
کننده تصدیق و مͬ�دهد نشان درستͬ ٢به و ١ شͺل�های در معادله ͬͺفیزی رفتار برحسب را شده ارائه روش دقت و صحت
شده داده توضیحات طبق که مͬ�دهد نمایش N٠را و t٠ بین رابطه ٣ شͺل همچنین است. معادله این حل در روش دقت

مͬ�کند. تایید را موضوع این کامل صورت به نیز شͺل و هستند عͺس رابطه دارای دو این
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N٠ و α بین رابطه :١ شͺل

مختلف های α N٠برای تقریبͬ مقادیر :٢ شͺل
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N٠ و t٠ بین رابطه :٣ شͺل

نتیجه�گیری ۶
مقدار مسئله ͷی عنوان به اینفلاتون دیفرانسیل معادلات عددی حل به�منظور دقیق و کارا روشͬ معرفͬ به مقاله، این در
معادله و شناسͬ کیهان در FLRW مدل لورنزی هندسه ابتدا در پرداخته�ایم. کیهان�شناسͬ در کاربردی غیرخطͬ اولیه
را اینفلاتون دیفرانسیل معادله ابتدا پیشنهادشده روش راه�اندازی منظور به دادیم. قرار بررسͬ و مطالعه مورد را اینفلاتون
گلرکین روش پایه عنوان به متحرک مربعات کمترین روش ادامه در و کرده�ایم تبدیل معادل غیرخطͬ انتͽرال معادله ͷی به
گوس-لژاندر عددی انتͽرال�گیری روش از استفاده با سپس گرفته�ایم. بͺار انتͽرال معادله این جواب تقریب برای گسسته
تصدیق منظور به عددی مثالͬ انتها در کرده�ایم. تبدیل غیرخطͬ معادلات از جبری دستͽاه ͷی به را اصلͬ مسئله مرکب

مͬ�گردد: ارائه زیر به�شͺل آتͬ کارهای برای پیشنهاداتͬ همچنین داده�ایم. ارائه خود روش دقت و کارایͬ
شده. ارائه روش از استفاده با کیهان�شناسͬ در دیفرانسیل معادلات سایر •حل

روش. تصحیح با اینفلاتون معادلات حل برای سریع الͽوریتم�هایͬ آوردن •بدست
گسسته. گلرکین روش در متحرک مربعات کمترین روش جای به فشرده محمل�های با شعاعͬ پایه�ای توابع از •استفاده

کاراتر. و جدید روش�های ایجاد و دیفرانسیل معادلات حل روش�های سایر با شبͺه بدون تقریب�های •ترکیب
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